Kozépszint
1. Tudja alkalmazni a logikai szita elvét két-harom halmaz esetében.

1.1. Egy focicsapatnak 27 tagja van. A csapattagok koziil 19-nek van tetovalasa a karjan, 14-nek van tetovalas
a hatan, 9 jatékosnak a karjan és a hatan is van tetovalas.

a) Hany jatékosnak van a karjan, de nincs a hatan tetovalas?

b) Hany jatékosnak nincs tetovalva sem a karja, sem a hata?

Megoldas

a) Ha az 0sszes olyan jatékos szamabol, akinek van a karjan tetovalasa, kivonjuk azoknak a szamat, akiknek
a hatan is van, akkor megkapjuk a kérdésre a valaszt: 19 — 9 = 10 jatékosnak van a karjan, de nincs a hatan
tetovalas.

b) 10 jatékosnak van tetovalas a karjan, de nincs a hatan; 9 jatékosnak mindkét helyen van; 14 — 9 =5
jatékosnak a hatan van, de a karjan nincs. Azaz 0sszesen 10 + 9 + 5 = 24 jatékosnak van legalabb az egyik
helyen tetovalasa, tehat 27 — 24 = 3 olyan jatékos van, akinek egyik helyen sincs. (A két halmaz unidjanak
elemszamat a logikai szita formula segitségével is megkaphatjuk: 19 + 14 — 9 = 24))

1.2. Egy orszagban két hirportalrol lehet tdjékozodni, a lakossag 70%-a olvassa valamelyiket. A hirolvasok
62%-a tajékozodik az egyikbdl, 43%-a olvassa a masikat. A lakossag hany szazaléka olvassa mindkét
sajtoterméket?

Megoldas
62 + 43 = 105, tehat a hirolvasok 5%-a, azaz a lakossag 5-0,7 = 3,5%-a t4jékozodik mindkét sajtotermékbdl.

1.3. Egy miivészeti iskola 35 tanuldja jar rajzolni és 57 jar tancolni. Hanyan vannak azok a tanuldk, akik
legalabb az egyik foglalkozasra jarnak,

a) ha a két foglalkozas kiilonb6z6 idépontokban van, és 12-en mindkettdre jarnak?

b) ha a két foglalkozas egy idopontban van?

Megoldas

a) |R uT| = |R| + |T | — | R mT| =35+57-12=80-an jarnak legalabb az egyik foglalkozasra.

b) Ha a két foglalkozas egy idépontban van, akkor nincs olyan tanulo, aki mindkettdre jar, vagyis a két halmaz
metszete lires halmaz. |R uT| = |R| + |T| - | R mT| =35+57-0=092-en jarnak legalabb az egyik foglalkozasra.

1.4. Az ELTE-n minden tanarszakos hallgatd pontosan két szakon tanul. Egy tanarszakos 0sszejovetelen 56
matek-, 18 kémia- és 42 angolszakos hallgato vesz részt. Koziilikk 10-en matek-kémia, 3-an kémia-angol és
15-en matematika-angol szakosok. Hanyan vannak az dsszejovetelen?

Megoldas

Mivel nincs haromszakos tanar, ezért olyan hallgato, akinek a matek mellett se nem kémia, se nem angol a
masik szakja 56 — (10 + 15) = 31 vesz részt az dsszejovetelen. Ugyanigy a ,,csak” kémia szakosok szama 5, a
,csak” angol szakosok szama 24. gy az dsszejovetelen dsszesen 31 + 5 +24 + 10 + 3 + 15 = 88 hallgaté vesz
részt.

1.5. Egy sportiskola egy évfolyaman 65-en fociznak, 45-en kosaraznak és 32-en usznak. 20 diak focizik és
kosarazik is, 25-en fociznak és usznak, 15-en kosaraznak és isznak. 8 olyan didk is van, aki mindharom sportot
miuveli, az évfolyam 10 tanul6ja viszont egyik sportdgban sem aktiv. Hanyan vannak az évfolyamon 6sszesen?

Megoldas
Els6 megoldas Venn-diagrammal.



focizik kosarazik

\/

uszik
A valasz: 28 + 12+ 18 + 17 + 8 + 7 + 10 = 100-an vannak az évfolyamon Osszesen.

Masodik megoldas logikai szita formulaval.

|[F UK UU|=|F|+|K|+U|-|F nK|-|F nK|-|K nU|+|F nK nU|=

=65+ 45+ 32— 20— 25 — 15 + 8 = 90, ennyien vannak tehat azok, akik a harom sport koziil legalabb
az egyiket izik. Az évfolyamon 6sszesen 90 + 10 = 100-an vannak.

1.6. Egy gimnaziumi évfolyam 45 tanuldja koziil 36 tanul angolul, 18 németiil és 12 francidul. Mindenki
legalabb egyet tanul ezek koziil, de 4 tanuld6 mindharom nyelven képezi magat. Hany olyan tanul6 van az
¢vfolyamon, aki pontosan két nyelvet tanul ezek koziil?

Megoldas
A logikai szita formulaba az ismert adatokat helyettesitve 45=36+18+12— (|Am F | +|Am N | + | NN F|) +4

, amibol |Am F| +|Am N|+|N N F| =25. Ebben az sszegben hdromszor szerepelnek azok a tanulok, akik

mindhdrom nyelven tanulnak, igy a pontosan két nyelvet tanulok szdma: 25—4-3=13.
2. Tudjon definiciokat, tételeket pontosan megfogalmazni, valamint egyszerii allitasokat, tételeket bizonyitani.

2.1. Egy haromszdg egyik kiilsd szoge a nem mellette fekvd belsd szog kétszeresével egyenld. Igazolja, hogy
a haromszog egyenldszaru!

Megoldas

Jelolje a kérdéses belsd szog nagysagat a, ekkor az egyik nem mellette fekvo kiilsé szog 2a, melyhez tartozo
belsé szO6g nagysaga 180° — 2a. A haromszdg belsod szogeinek 0sszege 180°, igy a harmadik sz6g nagysaga
180° — (180° —2a + ) = a.. Tehat a haromszognek van két egyenld nagysagi szoge, igy valoban egyenldszaru.

2.2. Zso6fi szerint, ha egy négyszogben két oldal parhuzamos, a masik ketté pedig egyenld hosszu, akkor a
négyszog paralelogramma. Igaza van-e Zso6finak? Valaszat indokolja!

Megoldas

Zso6finak nincs igaza, mert van olyan négyszog, amelyben két oldal parhuzamos, a masik ketté pedig egyenld
hosszu, de a négyszog mégsem paralelogramma. Ilyen négyszog egy (nem téglalap) hurtrapéz. (Ha arrol lenne
sz0, hogy a négyszogben egy oldalparrdl tudjuk, hogy az oldalak parhuzamosak ¢és egyenld hosszuak, akkor
az a négyszog valoban paralelogramma.)

2.3. Mutassa meg, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor n* —1+(n—1)* paros!
Megoldas
Alakitsuk a4t a kifejezést szorzattd. Ehhez eldszor felbontjuk a zéarojelet, majd Osszevonunk:



n’—1+(n-1)°=n°-1+n*-2n+1=2n*-2n=2(n* —n). Ez utobbi alakbdl lathatd, hogy valdban paros
szamot kapunk eredményiil.

2.4. Egy haromszog egyik oldalanak a hossza kétszer akkora, mint a hozza tartozo6 stilyvonal hossza. Mutassa
meg, hogy a haromszog derékszogi!

Megoldas
Az alabbi dbran az AB oldal felezopontja F. A feladat szovege értelmében az AB oldal hossza kétszerese a CF
sulyvonal hosszanak, tehat AF = FB =FC =s.

C
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A CF stlyvonal tehat az ABC haromszoget két egyenldszaru haromszogre bontja, igy az dbran azonosan jelolt
szOgek egyenlok. Miutdn a haromszog belsé szogeinek Osszeg 180°, igy a+a+p+p=180°, azaz

20+ 2B =180°, tehat a+P=90°, ami éppen a haromszdg C csucsnal 1évé belsd szdgével egyenld, a
bizonyitand¢ allitas tehat igaz.

Vagy: AF = FB =FC, tehat C rajta van az AB atmérdjii korvonalon. Thalész tétele miatt az ABC haromszdgben
a C csticsnal derékszog van.

3. Tudja megfogalmazni egy allitas megforditasat.

3.1. Adottak az alabbi allitasok.

A = Ha egy haromszog két oldala egyenld hosszu, akkor a haromszdg szabalyos.

B = Ha két szdm egyenld, akkor a két szam négyzete is egyenld.

C = Ha egy szam kisebb, mint 5, akkor a négyzete kisebb, mint 25.

D =Ha a és b paros, akkor a + b paratlan.

E = Ha két szam eldjele kiilonbozo, akkor a szorzatuk negativ.

a) Adja meg az allitadsok logikai értékét (igaz vagy hamis)! Vélaszat indokolja!

b) Adja meg az allitdsok megforditasat! Adja meg a megforditas logikai értékét! Valaszat indokolja!

Megoldas

a)

A: hamis, mert van olyan egyenldszara haromszdg, aminek nem minden oldala egyenld hosszu.
B: igaz, mert két egyenld szamot ugyanazzal a szammal megszorozva az eredmény is egyenlo.
C: hamis, mert van olyan szadm, ami kisebb, mint 5, de a négyzete nagyobb vagy egyenld, mint 25, ilyen szdm
példaul a (—6), aminek a négyzete 36.

D: hamis, két paros szam Osszege paros.

E: igaz, egy pozitiv és egy negativ szam szorzata negativ.

b)

A megforditasa: ha egy haromszog szabalyos, akkor van két egyenld hosszu oldala.

Ez az allitas igaz, mert a szabalyos haromszdgnek mindharom oldala egyenld hosszq.

B megforditasa: ha két szam négyzete egyenld, akkor a két szam egyenlo.

Ez az allitas hamis, mert pl. 25 négyzete az 5-nek és a (-5)-nek is.

C megforditasa: ha egy szdm négyzete kisebb, mint 25, akkor a szdm kisebb, mint 5.

Ez az allitas igaz, mert a —5 és 5 kozotti szdmokra igaz, hogy a négyzetiik kisebb, mint 25.



D megforditasa: ha két szdm Osszege paratlan, akkor a két szam paros.

Ez az allitas hamis, ha két szdm Osszege paratlan, akkor az egyik paros, a masik paratlan.

E megforditasa: ha két szdm szorzata negativ, akkor a két szam eldjele kiilonbozo.

Ez az allitas igaz, két szdm szorzata csak ugy lehet negativ, ha az egyik pozitiv, a masik pedig negativ.

Az E Aallitas ,,akkor és csak akkor” formaban is igaz: két szam szorzata akkor és csak akkor negativ, ha a két
szam eldjele kiilonbodzo.

Lathattuk tehat, hogy az allitdsnak és megforditdsanak a logikai értéke nem fiigg egymastol.

allitas megforditas
A hamis igaz
B igaz hamis
C hamis igaz
D hamis hamis
E igaz igaz

4. Ismerje és alkalmazza gyakorlati feladatokban a graf pontjainak fokszamdsszege és éleinek szama kozotti
osszefliggest.

4.1. Egy 7 f6s tanulocsoportban szociometriai felmérést végeznek. Mindenki megjeldli, hogy kikkel van jo
viszonyban a csoporton beliil. Ha ketten egymast jelolik, akkor Oket ,barat”-nak tekinti a felmérés. A
csoportvezetd a felmérés utan felirja, hogy kinek hany bardtja van a csoporton beliil. Az alabbiakban
felsorolunk néhany szamsorozatot. Melyek adhatjak meg ezek koziil a fenti felmérés eredményét? Valaszait
indokolja!

a)3,3,57,2,4,6
b)1,0,3,4,6,5,3
c)1,3,4,535,4

d)1,2,3,3,3,4,6
e) lgazolja, hogy a valodi helyzetet leird 7 szam kozott mindig van legalabb kettd, ami egyenld!

Megoldas

a) Mivel mindenkinek legfeljebb 6 baratja lehet a csoporton beliil, ezért nem lehet 7-es a szdmok kozott.

b) Ha van valaki, akinek 6 baratja van a csoporton beliil (azaz mindenki a baratja), akkor nem lehet olyan,
akinek nincs a csoporton beliil baratja. (Masként fogalmazva: nem lehet egyszerre 0 és 6 a helyesen felsorolt
szamok kozatt.)

¢) A megadott szdmok Osszege 1 +3 +4 + 5+ 3 +5 + 4 =25. Miutan minden barati kapcsolathoz két személy
tartozik, ezért a barati kapcsolatok szamanak 6sszege paros kell legyen. Az igy megadott szamsorozat tehat
nem lehet a felmérés eredménye. Ha grafként tekintiink a feladatra, akkor a pontok jeldlik a személyeket és
az ¢élek a baratsagokat, a pontok fokszama pedig azt mutatja, hogy az egyes személyeknek hany baratja van a
csoporton beliil. Egy grafban a csucsok fokszamanak 6sszege mindig paros.

d) Eldszor érdemes megnézni, hogy a szdmok Osszege paratlan vagy paros. Ebben az esetben ez 22, tehat
paros. Ebbdl azonban még nem kovetkezik, hogy létezik a megfeleld graf, hiszen a b) feladatban szerepld
szamok Osszege is 22.

Ha ugy érezziik, hogy lehet ilyen eset, akkor az ehhez tartozo6 graf felrajzolasat érdemes a legnagyobb és
legkisebb szamokkal kezdeni. Ez egy lehetséges eset, ime a hozzatartoz6 graf:



3 1

¢) A felmérés soran az egyes személyekhez tartoz6 szamok lehetnek: 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6. A b) feladatban
mar jeleztiik, hogy 0 és 6 egyszerre nem szerepelhet a felsorolt szamok kozott. Tehat a hét csoporttag
legfeljebb 6 kiilonbozd szamu barattal rendelkezhet. igy a hét csoporttag altal megadott szamok kozott lennie
kell legalabb két ugyanolyannak.

4.2. Egy golyataborba érkezo 26 elsdéves hallgatod kozott dsszesen 58 (kdlcsonds) ismeretség van korabbrol.
Ot olyan hallgaté van, aki 4 masikat, hat olyan hallgat6 van, aki 5 masikat, és hét olyan hallgaté van, aki 6
masikat ismer. Tudjuk, hogy a tobbi hallgaté mindegyikének ugyanannyi ismerdse van a taborban. Hany
ismerdse van ezeknek a hallgatoknak a taborban?

Megoldas

A feladatot szemléltetd grafban a csucsok jeloljék a hallgatokat, az élek pedig az ismeretségeket. Ha az élek
szdma 58, akkor a fokszdmok Osszege 2 -58 = 116. Mivel 18 pont fokszamat ismerjiik, igy tudjuk, hogy ezek
Osszege 5-4 +6-5+ 7-6 =92. A fennmarad6 26 — 18 = 8 pont fokszama Gsszesen 116 — 92 = 24. Mivel
ezeknek a pontoknak a fokszama egyenld, igy a kérdéses fokszamok értéke 24 :8 = 3. Tehat a tobbi hallgatonak
3-3 ismerdse van a tdborban.

Emelt szint
5. Definidlja és alkalmazza a kévetkezé fogalmakat: [ ...] komplementer graf, izomorf grafok.

5.1. Allapitsa meg, hogy az alabbi grafok izomorfok-e vagy sem! Valaszat indokolja!

a)

b)



Megoldas

a) G és G’ nem izomorf, indoklas példaul: G-ben 9, G -ben 8 él van.

b) H és H” nem izomorf, indoklas példaul: H-ban van, A ’-ben nincs 4-edfok pont.

c) | és I’ izomorf grafok, indoklas: a két graf cstcsai és €élei kozott kdlesondsen egyértelmil és illeszkedéstartd
megfeleltetés hozhatod létre. igy (A-nak 4°, B-nek B’ stb., valamint az AB élnek az 4’B’ ¢l stb. feleltethetd
meg):

D

S

B B’
‘!!

5.2. Rajzoljon két 5 csucsu, egyszerii grafot, amelyekben a csucsok fokszamai 1; 2; 2; 2; 3, de a két graf nem
izomorf!

Megoldas

1 2
3/ 2 3/\2
9 1

5.3. Van-e olyan

a) 4 pontu,

b) 5 pontu,

C) 6 pontuy,

egyszert graf, amely izomorf a komplementerével?

Megoldas
a) Igen, van. Az alabbi abran a folytonos vonallal jelzett élek (illetve a szaggatott élek) ilyen grafot alkotnak.



b) Igen, van. Az alabbi abran a folytonos vonallal jelzett élek (illetve a szaggatott élek) ilyen grafot alkotnak.

c) Nincs ilyen graf, hiszen a 6 pontu teljes grafban az élek szama 15, ami paratlan szam.



