JELENTES A 2019. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

Eredmények

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2019-ben oktéber 25. és november
4. kozott rendezte meg a Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A
BJMT elncksége a verseny megrendezésére a kovetkezs bizottsagot jelolte ki:
Pap Gyula (elnok), Kevei Péter (titkar), Barczy Méatyas, B. Szendrei Maria,
Czédli Gabor, Fodor Ferenc, Gyenizse Gergs, Hajnal Péter, Hatvani Léaszlo,
Kérchy Laszlo, Kincses Janos, Krisztin Tibor, Maroti Miklos, Makay Géza,
Molnar Lajos, Nagy Gabor Péter, Rost Gergely, Totik Vilmos, Vigh Viktor,
Waldhauser Tamés, Zadori Laszlo.

A versenybizottsag 10 feladatot tiizott ki. Ezekre 9 versenyzé Gsszesen 49
megoldast nyujtott be. A bizottsag az alabbi dontést hozta.

e [. dijat a bizottsag nem ad ki.
e [I. dijat kap 6 feladat helyes megoldasaért

— Cserndk Tamds az ELTE 2019-ben végzett matematika mester-
szakos hallgatoja és
— Gdspdr Attila az ELTE mésodéves matematika alapszakos hallga-
toja.
o [II. dijat kap 5 feladat helyes megoldasaért
— Fehér Zsombor a University of Oxford els§éves matematika dok-
torandusza és

— Matolcsi David az ELTE els6éves matematika alapszakos hallga-
toja.

Feladatok és megoldasok

1. feladat. Kitizd: Juhdsz Istvan. Bizonyitando, hogy ha egy X Hausdorft-
tér minden altere o-kompakt, akkor X megszamlalhato.

Megoldotta Borbényi Marton, Csernak Tamés, Géaspar Attila és Luo Ha-
oran.



Totik Vilmos megolddsa. Jelolje T a nyilt halmazok rendszerét X-en, és tet-
sz6leges A C X esetén legyen Ty = {UNA : U € T} az A altal generalt
altértopologia. Felhasznaljuk, hogy B C A pontosan akkor kompakt a Ty
altértopologiaban, ha kompakt az eredeti topolégiaban is.

A feltevés szerint X o-kompakt. Mivel megszamlalhaté sok megszamlal-
haté halmaz uni6ja megszamlélhato, ezért feltehetjiik, hogy X kompakt.

Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy X nem megszamlalhat6. Ekkor
van olyan z € X amelynek barmely kornyezete nem megszamlalhato. Ez
vildgos, mert ha minden pontnak lenne megszamlalhatoé kornyezete, akkor
ezekbdl a kornyezetekbdl vett nyilt fedés egy véges részfedése (a kompaktsag
miatt ilyen van) mutatné, hogy X megszamlalhato.

Vegyiik észre, hogy l1étezik egy z-t6l kiilonbo6z6 y pont is ezzel a tulajdon-
saggal. Ugyanis a feltétel szerint X \{x} = U,;c;K;, ahol a K;-k kompaktak és
I megszamlalhat6 indexhalmaz. Ezért van olyan ¢y € I, hogy K;, nem meg-
szamlalhato. A K, halmazra alkalmazva az el6z6 gondolatmenetet, kapjuk
y létezését.

Mivel X Hausdorff-tér, z-nek és y-nak léteznek diszjunkt U,, U, kornye-
zetei. Ezek is o-kompaktak, igy van benniik nem megszamlélhato X, C U,,
Xy C U, kompakt részhalmaz. Ekkor U, = U, az Xy, mig Uy = U, az X,
diszjunkt kornyezetei.

Az eléz6kben eljutottunk X-bél az X7, Xy halmazokhoz, amelyknek van
diszjunkt Uy, Uy kornyezete, és itt X; és X5 is nem megszamlalhatd kompakt
halmazok. Ezt iteralhatjuk egy Cantor-séma szerint, és kapunk egy végtelen
binaris fat. A fa again csokkend nemiires kompakt halmazok vannak, melyek
metszete nemiires. Vegyiink ki minden ilyen metszetbdl egy pontot. Igy
kapjuk az Y alteret, amelynek szdmossaga ¢, mert a fanak 2% = ¢ 4ga van.

Legyen S az a topologia Y-on, amit a Cantor-konstrukcioban szerepld
U kornyezetek generalnak. Ekkor & durvabb Ty-nal, azaz S C Ty. Ezért
ha H C Y kompakt Ty-ban, akkor S-ben is az. Az S topologidnak az U
halmazok egy megszamlalhatd kornyezetbazisat adjak. Ezért S szamossaga
legfeljebb 2% = ¢. Tehét a zart halmazok, és mivel Hausdorff-téren minden
kompakt halmaz zart, ezért a kompakt halmazok szdmossaga is legfeljebb c.
Kovetkezésképp Ty kompakt halmazainak szamossaga is legfeljebb ¢, és igy
a o-kompakt halmazok szamossaga is legfeljebb ¢® = ¢. Ugyanakkor Y-nak
2¢ > ¢ kiilénboz6 altere van, igy nem lehet mind o-kompakt.

Ez az ellentmondas igazolja az &llitast. m

s

2. feladat. Kitizd: Waldhauser Tamds. Legyen R nemkommutativ egység-
elemes véges gytird. Mutassuk meg, hogy ha R minden nemnulla I idealja
esetén az I U {1} halmaz altal generalt részgytirt maga R, akkor R egyszeri
gyurd.



Megoldotta Borbényi Mérton és Csernak Tamés. Részeredményt ért el
Gaspar Attila, Luo Haoran és Marké Adam.

Borbényi Mdrton megolddsa. A feladat feltétele szerint minden nemnulla I <
R esetén [TU{1}] = I +[1] = R. Ebbdl rogton kovetkezik, hogy I nem lehet
kommutativ, mert akkor R is az lenne. Legyen M minimalis idedlja R-nek;
ekkor tehat R = M + [1], és azt kell belatnunk, hogy M = R.

Megmutatjuk, hogy M egyszerd gytrd. Ha I < M, akkor I < R is
teljestl, mert IR = I(M+[1]) = IM+1[1) C I+1 = I, és hasonléan RI C I.
Mivel M minimalis ideél, ezért I = {0} vagy I = M, azaz M valoéban
egyszer( gytiri. A véges egyszerd gytrik leirasa ismert (Wedderburn—Artin-
tétel): minden egyszerid (nem feltétlentil egységelemes) véges gytrd vagy
véges test feletti méatrixgytrd, vagy pedig primrendd zérogytrd. Lattuk,
hogy R-ben a nemzér6 idealok nem lehetnek kommutativak, ezért M csak
méatrixgylrid lehet. Ekkor M-nek van egységeleme, jelolje ezt 1,,. Valojaban
M-r6l ennél tobbet nem is fogunk felhasznalni.

Legyen J = {k(1 — 1) : k € [1]}, ekkor JM = {0}, mert minden k € [1]
és m € M esetén k(1 — 1p)m = k(m —m) = 0. Ebbdl kivetkezik, hogy
JR=J(M+[1]) = JM + J[1] C{0} + J = J, és hasonléan RJ C J. Tehat
J < R, és mivel J szemlatomést kommutativ, sziikségképpen J = {0}. Ez
azt jelenti, hogy 1 = 1,;, azaz R egységeleme benne van az M idealban, ez
pedig csak M = R esetén lehetséges. O

3. feladat. Kitizd: Ruzsa Z. Imre. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan
egész szamokbol allo m,n szampar van, hogy 1 < m < n és az (m,n),
(m,n+1), (m+1,n), és (m+1,n+ 1) legnagyobb kozos osztok mindegyike
nagyobb, mint /n/999.

Megoldotta Csernak Tamas, Fehér Zsombor és Gaspar Attila. Kisebb
hianyossagokkal megoldotta Tran Hoang Anh.

Gdspdr Attila és Fehér Zsombor megolddsa. Tekintsiik az a? — 2b> = 1 Pell-
egyenlet egy megoldasat, melyre a,b > 1. Legyen m = ab + 2b® és n =
2ab + 2b?. Ekkor b < a, 1 <m < n, és

n =2ab+b* < 2a*+ 26> = 6b° +2 < 9V°.
A legnagyobb kozos osztokra kapjuk, hogy

(m,n) = (ab+ 2% 2ab + 2b*) = b- (a + 2b,2a + 3b) > b,
(m,n + 1) = (ab + 2b*,2ab + a*) = (a + 2b) - (b,a) > a + 2b,
(m+1,n) = (a® + ab, 2ab + 2b*) = (a +b) - (a,2b) > a + b,
(m+1,n+1) = (a® +ab,2ab +a*®) = a- (a+b,a + 2b) > a.
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Ezek mindegyike legalabb b > /n/3. Mivel az a? — 20* = 1 Pell-egyenletnek
végtelen sok megoldasa van, az allitast belattuk. O]

A kitidzd megoldasa. Belatjuk, hogy az
nn+1)=2m(m+1), 1<m<n, (1)

egyenlet megoldasai teljesitik a feladat feltételeit, és végtelen sok megoldas
van.
Nyomban lathato, hogy n ~ v/2m amint n — oo, pontosabban

V2m < n < V2m+ 1.
Az (1) egyenletbdl leolvashato, hogy
m=(m,n)(m,n+1), m+1=m+1Ln)(m+1,n+1),

igy az also6 becslésekhez elegend§ felsé becslést talalni.
Vilagos, hogy (1) miatt

(m,n)*n? —2m? = 2m — n < 2m,
tehat (n,m) < v/2m. Hasonléan
(m,n+1%(n+12=2m> =2m+n+1< (2+V2)m+2,

(m+1,n)%2(m+1)2 —n?>=2m+n+2< (2+V2)m+3,
(m+1n+1D)?2m+1)2—n+1)2=2m—-n+1<2m.

Igy mindegyik legnagyobb kozos oszto6 kisebb, mint \/ (2 +v/2)m + 3, és ezért
mindegyik nagyobb, mint
m vm vn

a nevezé6 kb. 2,2.
Belatjuk, hogy az (1) egyenletnek végtelen sok megoldasa van.
Az x =2m + 1, y = 2n + 1 valtozok bevezetésével (1) a

20—yt =1 (2)

Pell-szertd egyenletté valtozik. Modulo 4 megnézve lathatjuk, hogy (2) meg-
oldasaiban x,y sziikségképpen paratlanok, vagyis a két egyenlet ekvivalens.
A (2) egyenlet végtelen sok megoldasa megkaphaté az o = 5,y = 7 alap-
megoldasbol az

Tpt1 = 3Tk + 2Yk, Yp+1 = 4ok + 3yx, k >0,

rekurzioval. 0



Megjegyzés. 1. A fenti példdban a Inko-k kis eréfeszitéssel pontosan kisza-
mithatok, a becslés aszimptotikusan pontos. A tényez6k maguk is kielégite-
nek egy Pell-szerti egyenletet, ebbdl kiindulva megkaphaté a versenyzdk fenti
megoldasa.

2. A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy n(n +1)/(m(m + 1)) nevezgje
és szamlaloja korlatos, tehat a megoldasnak sziikségszerien a fentihez hason-
lonak kell lennie. Jobb aranyt kapunk az n(n + 1) = 3m(m + 1) egyenlettel

kezdve, ez egyszersmind az optimélis konstans, értéke /(v/3 —1)/3.

4. feladat. Kitdzok: Pach Janos és Tardos Gdbor. Egy n x m-es matrixot
szépnek mondunk, ha minden egész szamot 1-t6l nm-ig pontosan egyszer
tartalmaz, és az 1 az egyetlen olyan elem, ami mind a soraban, mind az
oszlopaban a legkisebb. Mutassuk meg, hogy a szép n X m-es méatrixok
szama (nm)n!m!/(n +m — 1)\

Megoldotta Fehér Zsombor, Gaspar Attila és Matolesi David.

Gdspar Attila megolddsa alapjin. Legyen 1 < a < n és 1 < b < m és rog-
zitsiink egy szép a X b-es matrixot. Az alabbiakbol latszik, hogy mindegy
melyiket rogzitjiik. Legyen g(n,m,a,b) annak a valoszintisége, hogy ha a
bal fels§ a x b-s részmatrixba a rogzitett szép matrixot irjuk, a tobbi helyre
meg ab + 1-t6l nm-ig a szamokat véletlen sorrendben, akkor szép matrixot
kapunk.

Mivel mindegy, hogy hova keriil az 1-es, ezért g(n,m,1,1) éppen annak
a valoszintisége, hogy egy n X m-es matrix mezgit véletlenszertien kitoltve az
1,2,..., nm szamokkal egy szép matrixot kapunk. Vagyis az n X m-es szép
métrixok szama g(n,m, 1,1) (nm)!.

Ha a = n vagy b = m, akkor g(n,m,a,b) = 1, mert nem lehet elrontani a
matrix szépségét. Legyen a < n, b < m. Viladgos, hogy az ab + 1-es szdmnak
vagy az els6 a sorban, vagy az elsé b oszlopban kell lennie. Az elsé a sorban
a(m —0b)/(nm — ab) eséllyel van. Ha ott van, akkor mindegy, hogy azon beliil
hol, és az is mindegy, hogy a tobbi a — 1 elem az & oszlopaban és az els6 a
sorban micsoda. Ezért annak a feltételes valoszintisége, hogy szép matrixot
kapunk éppen g(n,m,a,b+ 1). Ebbdl adodik a

(n—a)b

nm—abg

a(m —b)

b+1

g<n7m7a7b>: (n,m,a—l—l,b)

rekurzi6. Teljes indukciéval konnyen igazolhatd, hogy a rekurzié megoldasa

(a+m—1)!(n+b—1)!
(n+m-—1la+b-1)"

g(”? m? CL, b) =



Tehét az n X m-es szép matrixok szama

(nm)!n!m!

(rmtgn.m, 1, 1) = =T

amint allitottuk. OJ

Fehér Zsombor megolddsa alapjin. Legyen S azon n x m méretd matrixok
halmaza, amelyek minden egész szédmot 1-t6l nm-ig pontosan egyszer tartal-
maznak. Nyilvan |S| = (nm)!.

Legyen As; € S (1 <s<mn,1<t<m)azon M = (m;;) € S mat-
rixok halmaza, amelyben az mg, elem soraban és oszlopéban is a legkisebb
elem. A feladat az S halmaz azon elemeinek szédmara ad formulat, ame-
lyek pontosan egy A,; halmazban vannak benne. Ezen szamot szitalassal
meghatéarozhatjuk. Ehhez sziikségiink lesz az A,; halmazokbol képezhetd
metszetek elemszamaira, pontosabban k kiilonb6z§ A-halmaz metszetének
elemszamainak o} Osszegére.

Az Osszes A,; halmaznak ugyanaz az elemszama, n(jkl:nnﬁl' Valéban, hogy
egy M = (m;;) € A, matrixot kapjunk ahhoz az s-edik sor és t-edik oszlo-
pon kiviili (n—1)(m — 1) pozicioba tetsz6legesen irhatunk kiilonbo6zs [nm| =
{1,2,...,nm}-beli elemeket, a fel nem hasznalt n+m—1 elembdl a minimalis
lesz ms,, mig a maradék poziciokat tetszélegesen tolthetjiik fel az eddig fel
nem hasznalt szamokkal. Ebb6l adodik, hogy o1 = > _, |As:| = nm - n(ﬁ:zl

Nézziik két kiilonboz6 Ag, és Ay p halmaz metszetét. Nyilvan, a met-
szet pontosan akkor iires, ha s = s vagy t = t'. (Igy 2(’;) (T;) két ta-
gl metszet lesz nem tires.) A nem iires metszetek elemszdma ugyanaz,
(nm)!/(2n+2m—4)(n+m—1). Valoban: Az M = (m”)zjf;j{n € A ,NAyy
matrixokat az mg,; és myyp elemek nagysagrendi viszonya alapjan két cso-
portba oszthatjuk. Mi csak az my; < mgyy esetet vizsgéljuk. Az ilyen M
matrixokat listazhatjuk tgy, hogy az s-edik, s’-edik sor és a t-edik, t'-edik
oszlopon kiviili pozicidkat kitoltjiik ahogy kordbban (az ismétlsdés elkeriilé-
sével, egymastol fiiggetleniil), majd az ms; elem értéke az eddig nem hasznalt
értékek minimuma lesz (determinalt dontés), folytatjuk a s-edik sor és a t-
edik oszlop szabalyok szerinti kitoltésével, majd az my p elem érték az eddig
nem hasznélt értékek minimuma lesz (determinalt dontés), végiil kitoltjik
s'-edik sor és a t’-edik oszlop héatralévd pozicidit. A két determinélt dontés
miatt az elsd osztalyba tartozé métrixok széma +2m(7"47;)(!n e B A kettds
metszetek elemszamainak o, Gsszege

)G)] > w5 ey




ahol az els6 tényez6 a nem iires metszetekhez tartozo s, t, s, t’-re vonatkozo
lehetGségek szadma, a masodik tényezé a két esetbdl jon.

A k-s metszetek elemszdmainak meghatéarozasa teljesen hasonléan tor-
ténhet. A ¢ N Ag 1, N ... N A, ,, pontosan akkor iires, ha valamely i # j
m

esetén s; = s; vagy t; = t;. A /{:'(Z) ( k) nem iires metszet elemszamai mind
ugyanazok:

. (nm)!

S (kn+km—k¥)-...-2n+2m—4)-(n+m—1)

B (nm)!
(n+m—Fk)-...-(n+m—=2)-(n+m—1)

ahol a k! tényez6 abbdl jon, hogy most k! osztélyba soroljuk a matrixainkat.
Innen adoédik, hogy

"o MZ) (2)} | <n+m—k>-...-(57?372—2)-(”%—”

~nlm!-(nm)!(n+m —k —1)!
=k (m =)k (n+m—1)
nlm!(nm)!  (n+m—Fk—1)!
(n+m—1) (n—k)(m—k)kl’

ahol az els6 tényez6 a nem iires metszetekhez tartozo si,ty, ss, ta, .. .-re vo-
natkozo lehetGségek szama, a masodik tényezd pedig a metszet elemszama.

Megjegyezziik, hogy pontosan akkor létezik nem iires k-tagi metszet, ha
k < min{n, m}.

A szép matrixok azok, amelyek pontosan egy A,; halmazba esnek bele.
Valoéban: M € S métrix esetén ha s az ‘1’ elem sora és t az ‘1’ elem oszlopa,
akkor M € A,;. Szép matrix mas A-halmazban nem lehet benne. Ezek
szama a szita formula egy alakja szerint

nm

> (=1 k.

k=1
Tehat a szép matrixok szama
min{n,m}
Z ( l)k_lk nlm!(nm)! (n+m—k—1)!
(n+m—1 (n—k)(m— k)&

min{n,m}

k=1
n!m!(nm)! (n+m—k—1)!

= > (=F! =) m =R (k=1

k=1




A bizonyitas befejezéséhez azt kell be latni, hogy az utolsé szumma értéke 1:

. (n+m—Fk—1)!
;(‘N (n— W) (m — )k — 1)1

por ()

S ()

()

= () = oy -

n—1

]

5. feladat. Kitiiz6: Totik Vilmos. Igazoljuk, hogy minden S C R? konvex
(kompakt, bels§ ponttal rendelkezs) testre van olyan pozitiv a konstans,
amelyre igaz az, hogy ha S-et eléallitjuk félterek metszeteként, akkor R?
minden P pontjara P tavolsaga valamelyik féltértél legalabb a-szorosa a P
pont S-t6l vett tavolsaganak.

Megoldotta Agoston Péter, Gaspar Attila és Matolesi David. Részered-
ményt ért el Marké Adam.

A kitiizd megolddsa. Legyen O az S egy belsé pontja, és legyenek 0 < r <
R < oo olyanok, hogy az O koézéppontu r sugard B, gomb az S belsejében
van, az O kozéppontt R sugarta Br gomb pedig belsejében tartalmazza S-et.
Megmutatjuk, hogy tetszéleges o < r/R szam megfeleld.

A kovetkezSkben az AB szakasz hosszat AB jeloli. Legyen a = fr/R,
ahol § < 1. Valasszunk egy tetsz6leges S-en kiviili P pontot. Az OP szakasz
metssze S hatarat a @ pontban. Mivel PQ > dist(P,S) és B D S, ezért
valaszthatunk egy Qo pontot a P(Q szakaszon, melyre PQ, > [ dist(P, S) és
0Qo < R. Az S-et elsallité félterek kozott van olyan K, ami nem tartalmazza
a Qo pontot. Legyen H a K félteret hatarolo hipersik. Jelolje A a H hipersik
és az OP szakasz metszéspontjat. Az A pontot tartalmazé H-ra merdleges
e egyenes és az OP szakasz altal meghatarozott egyenes kifeszit egy L sikot.
Legyen ¢ = H N L. Jelolje B, illetve C' az ¢ egyenes O-hoz, illetve P-hez
legkdzelebbi pontjat. Ekkor PC = dist(P, K). Tovabba OB > r, hiszen
K D B,. Az L sikban levd ACP és ABO héaromszogek hasonldosdga miatt

>

21
= 28
)~



Végiil, a PA > PQ, > [dist(P,S) egyenlttlenséget felhasznélva kapjuk,
hogy
dist(P, K) = PC > %m > }%5 dist(P, S).

Tehét tetsz6leges P-hez taldltunk megfelels K félteret.
Ha OP mer6leges H-ra, akkor e és OP egyenese egybeesik (és igy L nem
meghatarozott), de ekkor

dist(P, K) = PA > PQ, > Bdist(P, ).

]

6. feladat. Kitizd: Krisztin Tibor. Legyen d pozitiv egész és 1 < a <
(d+2)/(d+1). Adott zg, x1,...,24 € (0,a— 1) esetén definialjuk az {xy }r>0
sorozatot az T = ox(a — xk_g), k > d, rekurzioval. Mutassuk meg, hogy
limy ooz = a — 1.

Megoldotta Csernak Tamas és Fehér Zsombor. Kisebb hidnyossédgokkal
megoldotta Matolcsi David. Részeredményt ért el Agoston Péter, Borbényi
Marton és Luo Haoran.

Cserndk Tamds és Fehér Zsombor megolddsa alapjin. Konnyd megmutatni,
d+2 ’
hogy 1 < a < 77 esetén
a®t —a? < 1. (3)
A rekurziobol kovetkezik, hogy ha z, > 0, akkor x4 < a — 1 pontosan
akkor, ha xp,1 > 4. Innen kapjuk, hogy

(A1) han>dés x, g,...,2, € (0,a — 1], akkor 7, < 21 < Tpyo < ... <
Tpidil, €8 Tpparr = Tp(a — ) ... (a — 2_g) < (a — 1)a®™! < q;

(A2) han>dészyg,...,x, € [a—1,a), akkor x,, > xp11 > Tpyo > ... >
Tpidil, €8 Tnpar1 = Tpla —2,) ... (@ — x4_q) > 0.

Ebbdl adodik, hogy z, € (0,a) minden k-ra.

Ha a sorozat valamilyen indextsl kezdve monoton, akkor az x* € [0, d]
hatarérték létezik, és megoldasa az © = x(a — x) egyenletnek. Vegyiik észre,
hogy 0 nem lehet a hatarérték, mert ekkor (Al) szerint valahonnan kezdve
monoton né a sorozat, ami ellentmondas. Ezért ekkor 2* = a—1 a hatarérték.

Tehat feltehetjiik, hogy a sorozat nem monoton. Ekkor (Al) és (A2)
szerint a sorozat végtelen sok eleme nagyobb, mint a — 1, és végtelen sok
eleme kisebb, mint a — 1.

Legyen N7 + 1 az els6 olyan index, amire xn,4+1 > a — 1. Nyilvan N; > d.
Mivel n,—g,...,xn, € (0,0 — 1] ezért (Al) szerint xy, < oy, 41 < ... <
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TN, +d+1- LTehat Ni+1 utan van legalabb d elem, melyek mindegyike nagyobb,
mint a — 1. Ugyanakkor az (N; + d + 1)-edik tag utan a sorozat cstkkenni
kezd. N; utan végtelen sok (a — 1)-nél kisebb tagja van a sorozatnak, legyen
Ly +1 az elsé ilyen index. Ekkor z;, > a—1 > x,11, és a megel6z6 legalabb
d elem nagyobb, mint a — 1, ezért (A2) szerint xr, > xp, 41 > ... > Tri1ds1-
Most (A1) szerint, a sorozat megint néni kezd. Ezt folytatva latjuk, hogy
vannak olyan

A< N <N +d+1< L1 <Li+d+1<Ny<Noy+d+1<Ly< ...

indexek, hogy az [Ny, + 1, Li] indexintervallumban a sorozat tagjai (a —1)-nél
nagyobbak, mig az [Ly + 1, Ny,1] intervallumban (a — 1)-nél kisebbek. Az
is adodik az (A1) és (A2) észrevételekbdl, hogy a sorozat monoton csokken
az [N, +d+ 1,Ly + d + 1], és monoton n6 az [Ly + d + 1, Nx,q + d + 1]
indexintervallumban.

Definialjuk az (my, M}) sorozatot a kévetkezSképpen: (mg, My) = (0, a),
és minden k£ > O-ra legyen

M1 = (a=1)(a—mp),  mugr = (a—1)(a = M),

Az (3) egyenl6tlenség szerint M; < M, és igy m; > mg. Innen indukcioval
kapjuk, hogy M} monoton csokken, m; pedig monoton né. Az is indukcioval
adodik, hogy mp < a — 1 < M, minden k-ra. Legyen m = limg_,o ms,
M = limy_ oo My, amelyekre m < a—1 < M.

Allitjuk, hogy az [N, L,] indexintervallumban legnagyobb elem, azaz
TN, +dr1 €8 az [Lg, Ngyq] indexintervallumban legkisebb elem, azaz zp 4.1
kielégitik az

Ms < Tropar1 < TNgrarr < M (4)
egyenlGtlenségeket. Ezt s szerinti indukcioval igazoljuk — s = 1-re kénnyen
lathato az allitds. A fent mondottak alapjan

TNy 1+d+1 < TNgy1 (CL - stJrl*d)(a - st+1+1*d) s ((l - INS+1,1>(CL - stJrl)'
(5)

Itt hasznaljuk fel, hogy —mivel z(a — ) névé a (0,a — 1) intervallumon—
eNa(a—an,,) <(a=1)a—-(a-1) <a-1 (6)
és més indexekre a szorzatban m, < xp < a — 1, amivel adodik, hogy
TN a1 < Mg,

Innen az
M1 < TLoiy+dtl
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egyenlGtlenség ugyanigy igazolhatdé my definicidja és a rekurzié alapjan.
Mivel (4) mutatja, hogy az [Ny, Ny, 1) indexintervallumban xy az [mg, M]
intervallumba esik, az allitdshoz elegend6 megmutatni, hogy My — a — 1 és
ms—a—1,azazm=M=a—1.
A definici6 alapjan vildgos, hogy

M = (a—1)(a —m)%, m = (a—1)(a —M)%, (7)

azaz
d

M=(a-1)(a—(a—1)(a—M)*%)". (8)

Allitjuk, hogy az

d

fl@)=(a=1)(a~(a~1)(a~2))

fiiggvény szigortan kisebb z-nél az (a—1, a) intervallumon. Mivel x = (a—1)-
re f(x) = x, elegendd igazolni, hogy f'(z) < 1, azaz

-1 d—1

(a—x)"" <1

P(a—1)° (a— (a—1)(a—2)%)"
Ez igaz x = (a — 1)-re mert d(a — 1) < d/(d+ 1) < 1, és mivel

(a—(a—1)(a—2)") (a—2x)

csokkend fiiggvény (a derivéltja (a—1)(d+1)(a—z)?—a < (a—z)%—a < 0),
az allitas igaz marad minden a — 1 < x < a-re.

Mivel f(z) < z az (a — 1, a) intervallumon, (8) miatt M nem lehet eleme
ennek az intervallumnak, amibsl M = a — 1 adodik. Innen (7) miatt m =
a — 1, és ezt akartuk igazolni. O]

7. feladat. Kitizd: Totik Vilmos. Legyen P polinom, és tegyiik fel, hogy
L ={z€C :|P(z)| =1} Jordan-gorbe (korrel homeomorf). Igazoljuk, hogy
P’ minden zérushelye L belsejében van.

Megoldotta Fehér Zsombor, Gaspar Attila és Matolesi David.

Gaspdr Attila megolddsa alapjdn. Feltehets, hogy P nem konstans. ElGszor
is vegyiik észre, hogy L belsejében |P(z)| < 1, kiilsejében pedig |P(z)| > 1.
Valoban, ha lenne olyan zy az L kiilsejében, melyre |P(zp)| < 1, akkor véve
egy, a zp-bdl végtelenbe tarté v gorbét, mely elkeriili L-et, ellentmondéasra
jutnank, hiszen |P(z)] — oo amint |z| — co. A maximumtételbsl azonnal
adodik, hogy L belsejében |P(z)| < 1.

Innen kapjuk, hogy P minden zérushelye L belsejében van.
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Megmutatjuk, hogy ha o egy zart gérbe, melyen |P(z)| = ¢ > 0, akkor o
belsejében P-nek van zérushelye. Jelolje G a o gorbe belsejét. A maximum-
tétel szerint sup, . |P(2)] < c. Tegyiik fel, hogy nincs gydke P-nek G-ben.
Ekkor 1/P is holomorf, igy a maximumtétel szerint sup,. |P(z)|™! < ¢,
azaz inf,cq |P(z)| > ¢. Mivel P nem konstans, ellentmondasra jutottunk.

Ezek utén ratériink a bizonyitasra. Jelolje M az L gorbe belsejét. In-
direkten tegyiik fel, hogy zo & M és P'(zy) = 0. Tekintsik a 0 = {z :
|P(z)| = |P(z20)|} szintvonalat. Itt |P(zp)| > 1. Mivel P'(z) = 0, o 6n-
magat atmetszi a 2z, pontban. Valéban, ha a P polinom z, koriili alakja
P(2) = P(2) +cx(z — 20)* 4+ -+, k > 2, akkor z, egy kirnyezetében a o lem-
niszkata k analitikus ivbdél all, amelyek egyenls szogi szektorokra osztjak a
kornyezetét. Azaz o atmetszi Gnmagat a zo pontban. Innen azonnal adodik,
hogy 2y € L, hiszen L Jordan-gorbe.

Ezért a C\o halmaznak legalabb két korlatos sszefiiggé komponense van,
és a fentiek miatt minden ilyen komponens tartalmazza P legalabb egy zé-
rushelyét. De a maximumtétel miatt L minden pontja ezekben a korlatos
komponensekben van, igy L Osszefiiggésége miatt L ezen komponensek egyi-
kében van. Mivel P 6sszes zérushelye L belsejében van, ez ellentmond annak,
hogy a tobbi komponensben is van P-nek zérushelye.

Ez az ellentmondas igazolja az allitast. ]

Fehér Zsombor megolddsa. Mint az el6z6 bizonyitasban, vegyiik észre, hogy
P’ nem lehet 0 L-en, mivel egy ilyen pont az L-nek to6bbszords pontja lenne,
igy L nem lehetne Jordan-gorbe.

Jelolje M az L belsejének és L-nek az uniojat. Tekintsik a v(z) =
P(z)P'(z) fiiggvényt. Legyen z, € L tetsz6leges. Mivel P'(z) # 0, ezért
P szogtarto leképezés a zg kis kornyezetében. Tovabba az L gorbe P mel-
letti képe az egységkor, tehat az L gorbe zp pontbeli érintGjének irdnya
iP(29)/P'(20). Ebbdl kivetkezik, hogy v iranya L-en éppen a kiils6 normaélis
irdnya. Ezek szerint alkalmazhatjuk a Poincaré-Hopf-tételt M-re, misze-
rint ) index,, (v) = 1, ahol az Osszegzést a v fiiggvény M-beli zérushelyeire
vesszilkk. A v = PP’ zérushelyei éppen P és P’ zérushelyeinek unioja. Ha
x; zérushely P-nek k-szoros, P'-nek pedig (-szeres zérushelye, (k + ¢ > 0),
akkor index,,(v) = k — ¢. Tehat a ), index,,(v) Osszeg éppen a P és a P’
multiplicitasokkal szamolt M-beli zérushelyei szaménak a kiilonbsége. Mivel
P minden zérushelye M-beli, igy azt kaptuk, hogy P’-nek n — 1 zérushelye
van M-ben. Vagyis P’ minden zérushelye M-ben van. O]

A kitiizd megolddsa. Az el6z6 megoldasban a Poincaré—Hopf-tétel helyett az
argumentum elvet is hasznalhatjuk a kovetkez&képpen.
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Legyen zy € L. A Taylor-formula alapjan
P(z) _ P(x)

P'(z)  P'(z)

és itt zp-hoz nagyon kozeli z € L-ra csak gy lehet

+ (z — 29) + magasabb foku tagok,

P(z) _ P(20)
P'(z)| [P (20)]
ha a 1133/((2)) vektor meré6leges az L gorbe zy pontbeli érintG-vektorara.

Azt kaptuk tehat, hogy P(z)/P’(z) minden z € L pontban meréleges
az érintévektorra (ezt az el6z6 megoldas is adta), és ebbdl kovetkezik, hogy
P(z)/P'(z2) koriilfordulasi szama 1 amint z végigfut L-en pozitiv iranyban.
Az argumentum elv miatt ez a koriilfordulasi szam ugyanaz, mint a g(z) =
P(z)/P'(z) meromorf fiiggvényre az L-en beliili zérushelyek szama minusz a
polusok szama. Mivel P-nek n zérushelye van L-en beliil ha a P polinom
n-ed foku, azt kapjuk, hogy P’-nek n — 1 zérushelye kell, hogy legyen L-en
beliil, és ezt kellett igazolni.

Kicsit precizebben: ha P-nek ki, ..., k,,-szeres zérushelye van a z1, ..., z,,
pontokban (azaz n = ki + ...+ ky,,), akkor g-nek Gsszesen m zérushelye van,
igy m — 1 polusa kell, hogy legyen L-n beliil (és ezek mind kiilonboznek a z;
pontoktol). Ez adja m — 1 zérushelyét P’-nek, amelyekhez hozzévéve még a
k; —1 zérushelyet a z;, j = 1, ..., m, pontokban, kapjuk ki + - - -+ k,,, —m +
(m — 1) = n — 1 zérushelyét P’-nek L-en beliil. O

Megjegyzés. 1. Az utolsd két megoldés tobbet is ad: ha f analitikus fliggvény
az L Jordan-gorbén és belsejében tgy, hogy |f(2)| = 1 ha z € L (azaz L a
{z: |f(2)| = 1} szinthalmaz egy komponense), akkor f’-nek pontosan 1-gyel
kevesebb zérushelye van L-n beliil mint f-nek.

2. Mindharom megoldés adja a kovetkezét: ha az L = {z : |P(2)| = 1}
szinthalmaz k diszjunkt komponensbél all, amelyek hatara Jordan-gorbe,
akkor P’-nek ezeken kiviil (azaz C\L végtelen komponensében) pontosan
k — 1 zérushelye van.

8. feladat. Kitizdk: Totik Vilmos és Varju Péter. Bizonyitsuk be, hogy ha
egy mérhets valos f : R — R fiiggvényre f(x +t) — f(x) mint z fiiggvénye
lokalisan integralhaté minden ¢ esetén, akkor f is lokalisan integralhato.

Megoldotta Csernak Tamaés.

A kittzok megolddsa. Mivel ||f(z+t)|—|f(2)|| < |f(z+1t)— f(z)], feltehetd,
hogy f nemnegativ. Legyen T, azon t-k halmaza, amelyekre

/0 |f(x+1t) — f(z)|dz < n.
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Ekkor van olyan N, hogy a T N[0, 1/2] halmaz (Lebesgue) mértéke pozitiv,
hiszen U2, T,, = R. Ha t,s € Ty N[0, 1/2], akkor

A|ﬂx+ﬂ+$—fwwm§

< [ st = st et [+ - falde <28

Mivel pozitiv mértékd halmazok Gsszege tartalmaz nem iires nyilt interval-
lumot, ezért a {t+s: t,s € Ty N[0,1/2]} = (TnyN1[0,1/2]) + (Ty N [0,1/2])
halmaz tartalmaz egy I nem iires nyilt intervallumot. Tehat minden u € [
esetén

A|ﬂx+w—f@WM§2M
és igy )
// F(z+u) — f()|dzdu < 2N|1].
1J0

/01 (/[|f(x+u) - f(x)|du) dz < 2NI|.

Specialisan, valamilyen o € [0, 1] szamra

Azaz

[V@wHﬁ—ﬂ%Wm<@%

amibdl kovetkezik, hogy

F(B)dE = /f@o +u)du < oc.

I+xo I

Tehét f integralhato az I + xz intervallumon. Ekkor a feltevés szerint ennek
barmely eltoltjan is integralhato, ami adja az allitast. O

9. feladat. Carl Schildkrauttsl ered. Van-e olyan fiiggvényegyenlet!, amely-
nek van megoldasa, és minden megoldasanak értékkészlete az egész szamok
halmaza?

'Egy fiiggvényegyenlet E = 0 alaki, ahol E fiiggvényforma. A fiiggvényformak hal-
maza a legsziikebb olyan véges jelsorozatokbol &ll6 F halmaz, amely tartalmazza az
Osszes x;, © = 1,2,... valtozot, az Osszes r € R valés konstanst, és amely rendelke-
zik azzal a tulajdonsaggal, hogy ha E, Fy,Es € F, akkor Eq + Es, E7 - Ey és f(E) is
F-beliek (itt f elére rogzitett fiiggvényszimbolum). Az E = 0 fiiggvényegyenlet megol-
désa olyan valés f fiiggvény, amelyre £ = 0 a valtozok minden valos értékére fennall.
PL f(z1+ f(V2- 22 22)) + (—=7) + (—1) - 21 - 21 - 22 = 0 fiiggvényegyenlet.

14



Megoldotta Agoston Péter, Csernak Tamas, Fehér Zsombor, Gaspar At-
tila és Matolcsi David.

A feladat alapjaul a 2019-es ELMO matematikaverseny 6. feladata szolgal,
melynek kittiz6je Carl Schildkraut. Az ELMO verseny hivatalos weboldala:
https://web.evanchen.cc/elmo/problems.html.

Totik Vilmos megolddsa. A valaszigen. Legyen fo(x) = [x] az egészrész fiigg-
vény. Az alabbiakban konstrualunk egy olyan fiiggvényegyenletet, amelynek
az egyetlen megoldéasa fy.

A kovetkezSkben felhasznaljuk, hogy véges sok F; = 0,1 =1,2,..., N,
fiiggvényegyenletet egyetlen E' = 0 egyenletté irhatunk &t (abban az érte-
lemben, hogy pontosan akkor van olyan f ami megoldasa minden F;-nek,
ha f megoldasa E-nek), ahol B = YN E? (vagy csak SV, F; ha az Ej
egyenletek megoldasai szitkségképpen nemnegativak).

Tekintsiik az

z® g(z)* + (9(0) = 1)* =0 (9)
fiiggvényegyenletet. Vilagos, hogy ennek egyetlen megoldasa az a go fiigg-
vény, melyre go(x) = 0 ha  # 0, go(0) = 1.

Vegyiik észre, hogy ho(z) = fo(x)+ fo(1—x) értéke 1, ha x € Z, kiilonben
0. Tehét go(x) = ho(z) ho(v/21). A (9) fiiggvényegyenletben helyettesitsiik g
helyére a

9(@) = (f(@) + f(1 =) (f (V22) + f (1= V22)) (10)
kifejezést. Ekkor azt kapjuk, hogy

2

2 [(£@) + 700 ) (F(VB0) + (1= VED)| 4 ((F(0) + 7)) ~ 1) =0.

Az utolso tag helyett az f(0)2 + (f(1) — 1)? kifejezést irva, egy f megoldasra
f(0)=0¢és f(1) =1 adodik. Ezek szerint fy megoldésa az

2 [(F(@) + FQU = o) (F(VE2) + F0 = VER)] + FOP + (F1) ~1)* = 0
(1)

egyenletnek.
Azt, hogy az f(x + 1) = f(x) + 1 teljesiiljon, elérhetjiik az
(fle+1) = flx) =1)*=0 (12)
fliggvényegyenlettel.

Végiil elérjiik, hogy f(x) = 0 teljesiiljon minden 0 < x < 1 esetén. Ehhez
tekintsiik a

9o (:17(1 —x) — y2) y? flx)* =0
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egyenletet, ahol gy (az egyetlen) megoldéasa (9) egyenletnek. Ha z ¢ [0, 1],
akkor x(1 — z) < 0, igy go(z(1 — z) — y?) = 0, tetsz6leges y € R ese-
ten. A go(z(1 — z) — y*)y* # 0 pontosan akkor teljesiil, ha = € (0,1) és
y = /(1 —x). Ekkor sziikségképpen f(x) = 0. A fenti egyenletben go-t
kikiiszobolhetjiik a (10) formulaval, és kapjuk, hogy fy megoldasa az

[f (m(l — ) —yQ) +f(1 — (x(l —x) —yQ))] X

X [f (\/§ (z(1—=2) —y2)> +f (1 — V2 (z(1 - ) —yQ))] y? f(z)? =
(13)

egyenletnek.

Osszegezve, azt kaptuk, hogy fy megoldasa a (11), (12), (13) egyenle-
teknek. Ezeket a feladat elején emlitett moédon egyetlen egyenletként irva
az

2 [(7@)+ 10— ) (7 (Var) + 7 (1= V)| + 707 + (7)) — 1)
+(fle+1) - ()—1)2
+[f(zQ—2)—y*)+ f (1 - (z(1 —2) — )] %
x[ < z(1—x)— )>+f<1—\/§($(1—$)—y2)>] y? f(x)* =0
(14)

fiiggvényegyenletet kapjuk.

Allitjuk, hogy ez a fiiggvényegyenlet megfelels, azaz egyetlen megoldasa
fo- Az, hogy fo megoldas, az eddigiekbdl kovetkezik. Megmutatjuk, hogy
nincs mas megoldas.

Legyen f megoldasa (14) egyenletnek. Az elsG sorbol vilagos, hogy f(0) =

0, f(1) =1, és

(F@)+ 11— 2) (£ (Var) + 1 (1= v32)) = {(1) ez £0,

Legyen x € (0, 1), és irjunk a (14) egyenlet utolso két soraban y = /z(1 — x)-
et. Ekkor sziikségképpen f(x) = 0. Tehat f(zr) = [z] = fo(z) minden
x € [0,1] esetén. Az f(x + 1) = f(z) + 1 egyenlséghdl kovetkezik, hogy
f = fo, azaz a megoldas egyértelmii. O
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Matolcsi David megolddsa. Azt allitjuk, hogy az
flaz(1 — )% (4z(1 — z) — 1)
+(f(1) +1)°
+ (f@®+1) = f(z*) = 1) (f(2*) +27)
+(f@+1) = f(@*) = 1)° (f@*+2) = f@® + 1) +1)" =0

fliggvényegyenlet teljesiti a feladat feltételeit.

Mivel f valos értékt, f pontosan akkor megoldasa a (15) fiiggvényegyen-
letnek, ha a baloldali 6sszeg minden tagja azonosan 0. A 4x(1 — x) fiiggvény
minden 1-nél kisebb valos értéket felvesz, ezért az

fAz(1—x))(4z(l —2)—1)=0

(15)

egyenletbdl kovetkezik, hogy f(y) = 0 minden y < 1 esetén.
Tovébba, az (f(x? +1) — f(z?) — 1) (f(2?) + 2%) = 0 egyenl6ségbdl ko-
vetkezik, hogy

tetszbleges y > 0 esetén f(y) = —y vagy f(y+1) = f(y) + 1. (16)

Ebbdl teljes indukcidval adodik, hogy ha k nemnegativ egész ésy € (k,k+1),
akkor f(y) = k. Valéban, k£ = 0-ra belattuk, hogy f(y) = 0. Legyen
kE>1y¢€ (kk+1) és tegyiik fel, hogy k — 1-ig igaz az allitas. Ekkor az
indukcios feltevés szerint f(y — 1) = k — 1 tehat f(y — 1) # —(y — 1). Ekkor
sziikségképpen f(y) = f(y — 1) + 1 = k, amint allitottuk.

A (15) egyenlet bal oldalan szerepld méasodik taghol vilagos, hogy f(1) =
—1. A negyedik tagot megvizsgalva latjuk, hogy

fly+1)=fly)+1vagy f(y+2) = f(y+ 1) — 1 minden y > 0 szamra.
(17)

Ebbdl teljes indukcioval kovetkezik, hogy f(k) = —k minden k > 0 egészre.
Valoban, k = 0,1 esetén igaz az allitas. Legyen k > 2 és tegyiik fel, hogy
k — l-re igaz az éallitas. A (17) formulaba y = k — 2 > 0 értéket beirva
fk—=1)= f(k—2)+1vagy f(k) = f(k—1) — 1 adodik. Ezek koziil az
indukcios feltevés szerint az els§ nem teljesiilhet, ezért a masodik teljestil,
ami éppen az allitdsunk.

Osszegezve, azt kaptuk, hogy ha f megoldésa a (15) egyenletnek, akkor

0, ha x <1,
flx) =<k, hax € (k,k+ 1),k > 1 egész,
—k, hax==Fk, k2>1 egész.

Vilagos, hogy f értékkészlete éppen az egész szamok halmaza. Egyszertien
ellendrizhets, hogy f valoban kielégiti a (15) egyenletet. O]
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Fehér Zsombor megolddsa. Van ilyen fliggvényegyenlet, példaul az
F0)* + (f(1 ) D* 4+ (f(2) + 1)° + (f(3) - 2)°

(F4—a?) (Fa—2")? 1) (f4—a?)? = 4))’

<(f (4 + 2% (2—|—x2))2—1>2

+((fa+a?) - 2))2—4)220.

Szorzés helyett négyzetre emelést, és x; helyett x-et irtunk. Mivel az egyen-
letben valés szamok négyzetosszege 0, ezért f pontosan akkor megoldasa a
fiiggvényegyenletnek, ha megoldasa a kovetkezs egyenletrendszernek:

+
. (18)

f(0)=0, f(1) =1, f(2)=~1, f(3)=2 (19)
f(4—2% €{-2,-1,0,1,2}, (20)
fd+ 2% — f(2+2%) € {-1,1}, (21)
fd+a%) - fa®) e {-2,2}. (22)

Megmutatjuk, hogy az egyenletrendszer minden megoldasanak értékkész-
lete Z. Valoban, (20) alapjan minden y < 4 esetén f(y) egész, és (21) alapjan
minden y > 4 esetén f(y) = f(y—2) £ 1, tehat ha f(y — 2) egész, akkor f(y)
is az. Igy indukcioval adodik, hogy f mindenhol egész.

Ezutan belatjuk k szerinti indukcioval, hogy f(2k) = —k és f(2k+ 1) =
k + 1 minden k € N természetes szamra. A (19) egyenlet alapjan k = 0 és
k = 1 esetén ez teljesiil. Ha k > 2, és méar tudjuk, hogy f(2k—4) = —k+2 és
f(2k —2) = —k + 1, akkor (21) alapjan f(2k) € {—k,—k + 2}, (22) alapjan
pedig f(2k) € {—k,—k + 4}, igy f(2k) = —k. Ugyanigy, ha f(2k — 3) =
k—1¢és f(2k — 1) = k, akkor (21) és (22) alapjan f(2k + 1) = k + 1.
Ezzel belattuk, hogy f minden egész szamot felvesz legalabb 1 helyen, igy
értékkeészlete valoban Z.

Végiil pedig van megoldasa az egyenletrendszernek, példaul:

0, ha z < —1,
flx) =< —k, ha 2k —1<ax <2k, keN,
k+1, ha2k<az<2k+1, ke N.
m

Megjegyzés. Az utols6 megoldasban megadott fiiggvényegyenlet megoldésa
nem egyértelmi. A (19)—(22) egyenletekbdl latjuk, hogy f értékeire a nega-
tiv félegyenesen az egyetlen megszoritas, hogy a {—2,—1,0, 1,2} halmazban
legyenek. Vagyis a lehetséges megoldasok szama 2°.
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10. feladat. Kitidzé: Molndr Lajos. Igazoljuk, hogy ha A és B pozitiv
onadjungalt operatorok a H komplex Hilbert-téren, akkor
lim sup [|A"z|Y/" < limsup || B"z|""
n—oo n—oo

pontosan akkor teljesiil minden x € H esetén, ha A" < B"™ minden pozitiv
egész n-re.

A kitdz6 megoldasa. Tegyiik fel, hogy A™ < B™ minden n-re. Ez pontosan
azt jelenti, hogy (A"x,x) < (B"x,x) minden n € N és x € H esetén. Ekkor,
az 6nadjungéltsag miatt (ami egyébként komplex tér esetén a pozitivitasbol
automatikusan kovetkezik)

HA"JEH2 = (A"x, Az) = <A2”x,x) < <BQ"95,3:> = HB”:CH2

Azaz pontonként ||A"z| < [|B™z|| fennall minden n-re, amibdl adodik az
allitas.

Megforditva, tegyiik fel, hogy

limsup ||A"z||"/™ < limsup | B"z||"/" (23)
n—oo n—oo
teljesiil minden = € H vektorra.

Legyen T egy tetszéleges pozitiv operator H-n, és jeldlje Er a spektral-
mértékét. Mivel T' pozitiv, spektruma a nemnegativ félegyenesen van, ezért
Er : B([0,00)) — P(H), ahol B([0,00)) a Borel-halmazokat, P(H) pedig a
H ortogonalis projekcidinak Osszességét jeloli. Legyen x € H rogzitett egy-
ségvektor. Ekkor (Er(-)x,z) = E7,(-) valoszintségi mérték a [0, 00) Borel-
halmazain. Mivel T" = f[O,oo) udEp(u), igy a spektralmérték tulajdonsagai
szerint

T = / u* dEr(u)
[0,00)
és

T2l = (T72, T"2) = (T, 2) = / 2 A B (1).

[0,00)

1/(2n)
HT”:UHl/” = (/[O )uQ” dET@(u)) .

A jobb oldalon éppen az ([0, 00), B(]0,00)), Er,) valoszintiségi mezén defi-
nialt identikus fiiggvény L?"-normaja szerepel. Ismert, hogy valdszintiségi
mezén az LP-normék hatarértéke p — oo esetén éppen az L°°-norma, azaz

lim [|[7"2||"" = inf{t > 0: Ep,((t,00)) = 0}
n—oo

Vagyis

=min{t > 0: Er,((t,00)) = 0}.

19



Ezzel azt is belattuk, hogy a feladatban szerepld lim sup valdjaban lim. Mivel
Er.((t,00)) = (Er((t,00))x,x), a fenti hatarérték a legkisebb olyan ¢ >
0 szam, melyre = az Ep((t,00)) képterének ortogonalis komplementerében,
azaz Er(]0,t]) képterében van. Ezért

min{t > 0: Er,((t,00)) =0} =min{t > 0: x € ranEp([0,t])}.

Osszegezve, az (23) egyenl6tlenség azt jelenti, hogy tetszéleges * € H
vektorra

min{t > 0: z € ranF4([0,¢])} < min{t > 0: x € ranEg([0,t])}.

Azaz, ha valamely ¢ esetén x € ranEp([0,]), akkor o € ranF ([0, t]), vagyis
ranF4([0,¢]) D ranEg([0,t]). Tehat, tetszéleges z-re

Ep.([0,1]) = (E((0, 1)z, 2) < (Ea((0,t])2,2) = Eax([0,1]).

A spektralmérték tulajdonsigai szerint tetszéleges x € H vektorra és n po-
zitiv egészre

(A"z,x) = /[o )u” dEa.(u) = /000 nu" 1 — Ea,([0,u])] du
< /0 nu" 1 — Ep,([0,u])] du = /[O,oo) u"dEp,(u) = (B"z, ),

ami éppen azt jelenti, hogy A™ < B"™ teljesiil minden n-re. m
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